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Аннотация. В работе найдены точные неравенства для наилучшего приближения произ-
вольной аналитической в единичном круге функции f алгебраическими комплексными
полиномами через модуль непрерывности m -го порядка производной r -го порядка f (r)

в весовом пространстве Бергмана B2,γ . Также через модуль непрерывности m -го поряд-
ка производной f (r) введен класс аналитических в единичном круге функций W

(r)
m (h,Φ),

определяемый заданной монотонно возрастающей на положительной полуоси мажорантой
Φ, h ∈ (0, π/n], n > r. При определенных условиях на мажоранту Φ для введенного клас-
са функций вычислены точные значения некоторых известных n -поперечников. В работе
используются методы решения экстремальных задач в нормированных пространствах ана-
литических в круге функций, а также метод оценки снизу n -поперечников функциональ-
ных классов в различных банаховых пространствах, разработанный В.М. Тихомировым.
Изложенные в данной работе результаты являются продолжением и обобщением некото-
рых ранее полученных результатов о наилучших приближениях и значениях поперечников
в весовом пространстве Бергмана B2,γ .
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Введение

В последние годы в теории приближений интенсивно изучаются неравенства, оценива-
ющие величину наилучшего приближения функции посредством модулей непрерывности
высших порядков в различных пространствах аналитических функций. Наиболее пол-
но вопросы приближения аналитических функций и вычисления поперечников классов
функций изучены в пространствах Харди. Первые точные результаты по наилучшим по-
линомиальным приближениям аналитических в круге функций получены в работах [1–3].
Именно результаты [1] стали отправным пунктом при получении точных значений колмо-
горовских поперечников в работах [3, 4]. В развитие этой тематики в работах [5, 6] были
получены точные значения колмогоровских n -поперечников (определенных в [7]) в мет-
рике пространства Харди для некоторых классов аналитических в единичном круге функ-
ций, граничные значения которых допускают представление сверткой, либо усредненные
модули непрерывности или гладкости их граничных значений мажорируются заданны-
ми функциями. Эта тематика была продолжена во многих работах, в том числе в [8–13].
В пространстве Бергмана исследование указанных вопросов было начато в [14,15], а пер-
вые результаты в весовом пространстве Бергмана B2,γ были получены в [16]. Дальнейшие
исследования в этом направлении проводились, например, в работах [17–23].

В настоящей работе приведем обобщение результатов, полученных в [16], и вычислим
значения поперечников классов аналитических в единичном круге функций в весовом
пространстве Бергмана.

1. Основные понятия

Пусть U = {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг в комплексной плоскости C, A(U) —
множество аналитических в U функций. Для произвольной функции f ∈ A(U) символом
B2,γ обозначим банахово пространство Бергмана с конечной нормой

‖f‖2,γ := ‖f‖B2,γ =

(
1

2π

∫∫
(U)

γ(|z|)|f(z)|2 dσ
)1/2

, (1.1)

где γ(|z|) — некоторая неотрицательная измеримая не эквивалентная нулю функция,
суммируемая на множестве U, dσ — элемент площади, а интеграл в (1.1) понимается в
смысле Лебега. Отметим, что B2,γ является гильбертовым пространством со скалярным
произведением, определенным для любых f, g ∈ B2,γ формулой

(f, g) =

∫∫
D

γ(|z|)f(z)g(z) dσ.

Переходя к полярным координатам z = ρeit, 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 2π, норму (1.1)
запишем в виде

‖f‖2,γ =

(
1

2π

1∫
0

2π∫
0

ργ(ρ)|f(ρeit)|2 dρ dt
)1/2

=

( 1∫
0

ργ(ρ)M2
2 (f ; ρ) dρ

)1/2

,

где

M2(f ; ρ) =

(
1

2π

2π∫
0

|f(ρeit)|2 dt
)1/2

.
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Обозначим через

Pn =
{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
совокупность всех алгебраических комплексных полиномов степени n. Определим фор-
мулой

En(f)2,γ = inf{‖f − pn−1‖2,γ : pn−1 ∈Pn−1} (1.2)

величину наилучшего приближения функции f(z) ∈ B2,γ подпространством Pn−1. Легко
доказать, что среди произвольных полиномов pn−1 ∈ Pn−1 наименьшее значение нормы
‖f − pn−1‖2,γ в (1.2) доставляет частная сумма Тейлора

Tn−1(f ; z) =
n−1∑
k=0

ck(f)zk

в разложении f(z) в круге |z| < 1. При этом

En(f)2,γ = ‖f − Tn−1(f ; z)‖2,γ =

{ ∞∑
k=n

|ck(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

}1/2

. (1.3)

Далее, для произвольного множества M ⊂ B2,γ обозначим

En(M)2,γ := sup{En(f)2,γ : f ∈M}.

Положим

M2(∆m(f ; ·, ·, u), ρ) =

(
1

2π

2π∫
0

|∆m(f ; ρ, t, u)|2dt
)1/2

,

где символом

∆m(f ; ρ, t, u) =
m∑
k=0

(−1)kCk
mf
(
ρei(t+ku)

)
обозначена разность m -го порядка функции f(z) = f

(
ρei(t+ku)

)
по аргументу t. Введем

в рассмотрение модуль непрерывности, который определим соотношением

ωm(f ; ρ, δ)2 = sup{M2(∆m(f ; ·, ·, u), ρ) : |u| ≤ δ}. (1.4)

Для любого r ∈ Z+ производную r -го порядка функции f(z) обозначим

f (r)(z) =
drf

dzr
=
∞∑
k=r

αk,rckz
k−r, αk,r = k! [(k − r)!]−1 , k ≥ r.

Всюду далее через B
(r)
2,γ, r ∈ Z+, будем обозначать множество функций f ∈ A(U), у

которых zrf (r) ∈ B2,γ.

Пусть S — единичный шар в пространстве B2,γ, M — выпуклое центрально-симмет-
ричное множество из B2,γ, Λn ⊂ B2,γ — n -мерное подпространство, Λn ⊂ B2,γ — подпро-
странство коразмерности n; пусть L : B2,γ → Λn — непрерывный линейный оператор, а
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L⊥ : B2,γ → Λn — непрерывный оператор линейного проектирования пространства B2,γ

на подпространство Λn.

Величины

bn(M,B2,γ) = sup {sup {ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂M} : Λn+1 ⊂ B2,γ} ,

dn(M,B2,γ) = inf
{

sup
{
‖f‖B2,γ : f ∈M ∩ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

dn(M,B2,γ) = inf
{

sup
{

inf
{
‖f − ϕ‖B2,γ : ϕ ∈ Λn

}
: f ∈M

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

λn(M,B2,γ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − Lf‖B2,γ : f ∈M

}
: LB2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
,

πn(M,B2,γ) = inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖B2,γ : f ∈M

}
: L⊥B2,γ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2,γ

}
называют, соответственно, бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линей-
ным и проекционным n -поперечниками в пространстве B2,γ. Поскольку B2,γ является
гильбертовым пространством, для перечисленных n -поперечников выполняются следую-
щие соотношения (см. [24, с. 239]):

bn(M,B2,γ) ≤ dn(M,B2,γ) ≤ dn(M,B2,γ) = λn(M,B2,γ) = Πn(M,B2,γ). (1.5)

Пусть задана непрерывная возрастающая на полусегменте 0 ≤ h < ∞ функция Φ(h)

такая, что Φ(0) = 0. Через W
(r)
m (h,Φ), где m, r ∈ N, 0 < h ≤ π/n, обозначим класс

функций f ∈ B
(r)
2,γ, удовлетворяющих условию

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinν
β

h
t dρ dt ≤ Φ2(h),

0 < β ≤ π, 0 < ν ≤ 2n ln[n/(n − r)], n > r. Для этого класса функцию Φ(h) будем
называть мажорантой.

Положим

(1− cosnt)m∗ =

{
(1− cosnt)m, если nt < π,

2m, если nt ≥ π.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть m,n, r ∈ N, n > r, 0 < h ≤ π/n и ϕ(t) — неотрицательная
суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция. Тогда для произвольной
функции f(z) ∈ B

(r)
2,γ имеет место точное неравенство

En(f)2,γ ≤

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
. (2.1)

Равенство в соотношении (2.1) реализуется функцией f0(z) = zn ∈ B2,γ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной аналитической функции f(z) ∈ B
(r)
2,γ, со-

гласно определению модуля непрерывности (1.4), получаем

ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

= 2msup
|u|≤t

∞∑
k=r+1

α2
k,r|ck(f)|2 (1− cos ku)m ρ2k. (2.2)

В силу соотношения (2.2) имеем

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt

≥ 2m
1∫

0

ργ(ρ)

[ ∞∑
k=n

|ck(f)|2α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mρ2kϕ(t) dρ dt

]

= 2m
∞∑
k=n

(
α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mϕ(t)dt

)
|ck(f)|2

1∫
0

ρ2k+1γ(ρ) dρ. (2.3)

Введем в рассмотрение функцию натурального аргумента

y(k) = α2
k,r

h∫
0

(1− cos kt)mϕ(t)dt.

Это функция, как нами было показано в работе [22], для любого k ≥ n > r и неотрица-
тельного ϕ(t), является строго возрастающей. Поэтому

inf{y(k) : k ≥ n} = y(n),

и из (2.3) получим

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt ≥ 2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt
∞∑
k=n

|ck(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ.

С учетом равенства (1.3) отсюда следует

1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2
ϕ(t) dρ dt ≥ 2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dtE2
n(f)2,γ. (2.4)

Из соотношения (2.4) вытекает неравенство (2.1).
Чтобы доказать точность неравенства (2.1), рассмотрим функцию f0(z) = zn ∈ B

(r)
2,γ,

n ∈ N, r ∈ Z+, n > r. Для этой функции, с одной стороны, согласно соотношению (1.2)
непосредственным вычислением получим

En(f0)2,γ =

{ 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

}1/2

.
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С другой стороны, из правой части неравенства (2.1) и соотношения (1.4) получим( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf

(r)
0 ; ρ, t

)
2
ϕ(t)dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
=

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)2mα2
n,rρ

2n(1− cosnt)mϕ(t)dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2

=

( 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

)1/2(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)mϕ(t) dt

)1/2
=

{ 1∫
0

ρ2n+1γ(ρ) dρ

}1/2

,

т. е. правая и левая части неравенства (2.1) совпадают. Таким образом точность (2.1)
установлена, и тем самым теорема 2.1 доказана.

Из теоремы 2.1 вытекает следующий полученный М.Ш. Шабозовым и О.Ш. Шабозо-
вым в работе [16] результат.

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 при ϕ(t) = sinν
β

h
t, 0 < ν ≤ 2 ln[n/(n − r)]

имеет место соотношение

En(f)2,γ ≤

( 1∫
0

h∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinν
β

h
t dρ dt

)1/2

(
2mα2

n,r

h∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2
. (2.5)

В частности, из соотношения (2.5), при ν = 1, β = π и h = π/n получаем

En(f)2,γ ≤
√
m+ 1

2m+1/2αn,r

(
n

1∫
0

π/n∫
0

ργ(ρ)ω2
m

(
zrf (r); ρ, t

)
2

sinnt dρ dt

)1/2

.

Теорема 2.2. Если для любого заданного 0 < µ ≤ 1 и для всех λ > 0, 0 < β ≤ π,

0 < ν ≤ 2n ln[n/(n− r)], 0 < h ≤ π/n функция Φ(h) удовлетворяет условию

Φ2(µh)

λπ∫
0

(1− cos v)m∗ sinν
βv

λπ
dv ≤ Φ2(λh)

µπ∫
0

(1− cos v)m sinν
βv

µπ
dv, (2.6)

то имеет место равенство

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
=

1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n), (2.7)

где m,n, r ∈ N, а σn(·) — любой из вышеперечисленных n -поперечников.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (2.5) при h = µπ/n, соотношения (1.5) и
определения класса W (r)

m (h,Φ) получаем оценки сверху для проекционного n -поперечника

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≤ En

(
W (r)
m (h,Φ)

)
2,γ

≤ 1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n). (2.8)

Для получения оценки снизу бернштейновского поперечника класса W
(r)
m (h,Φ) для

произвольного полинома pn(z) =
n∑
k=0

ak(f)zk ∈Pn оцениваем ωm(zrp
(r)
n ; ρ, t)2. На множе-

стве Pn ∩B2,γ введем в рассмотрение (n+ 1) -мерную сферу комплексных полиномов

Sn+1 =

{
pn(z) ∈Pn : ‖pn‖ =

1(
2mα2

n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinγ
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n)

}

и покажем, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (h,Φ).

Согласно определению (1.4) модуля непрерывности m -го порядка, с учетом равенства

‖pn(z)‖2,γ =

( n∑
k=0

|ak(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

)1/2

для произвольного pn(z) ∈ Sn+1 будем иметь

ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 ≤ 2mα2

n,r(1− cosnt)m∗

n∑
k=0

|ak(f)|2ρ2k.

Отсюда следует

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρ dt

≤ 2mα2
n,r

n∑
k=0

|ak(f)|2
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ) dρ

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt

= 2mα2
n,r‖pn‖2

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt. (2.9)

Заменив в (2.9) норму полинома по формуле радиуса сферы, получим неравенство

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρdt ≤

Φ2(µπ/n)

λh∫
0

(1− cosnt)m∗ sinν
βt

λh
dt

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
nβt

µπ
tdt

.
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В правой части последнего неравенства сделаем замену переменной nt = v, затем введем
обозначение h = π/n и, используя условие (2.6), получим неравенство

1∫
0

λh∫
0

ργ(ρ)ω2
m(zrp(r)n ; ρ, t)2 sinν

βt

λh
dρ dt ≤

Φ2(µh)

λπ∫
0

(1− cos v)m∗ sinν
βv

λπ
dv

µπ∫
0

(1− cos v)m sinν
βv

µπ
dv

≤ Φ2(λh).

Это означает, что Sn+1 ⊂ W
(r)
m (h,Φ).

Учитывая соотношения (1.5), согласно определению бернштейновского n -поперечника
запишем оценки снизу всех n -поперечников

σn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≥ bn

(
W (r)
m (h,Φ),B2,γ

)
≥ bn

(
Sn+1,B2,γ

)
≥ 1(

2mα2
n,r

µπ/n∫
0

(1− cosnt)m sinν
β

h
t dt

)1/2

Φ(µπ/n). (2.10)

Равенство (2.7) получаем путем сопоставления оценки сверху (2.8) с оценкой снизу (2.10),
чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.
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